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ABSTRACT
Consideramos el proceso clásico del riesgo modificado con la introducción de una barrera de
dividendos constante, de tal forma que cuando el proceso de reservas alcanza la barrera se pagan
dividendos hasta la ocurrencia del siguiente siniestro. En la literatura actuarial se plantea el cálculo
de W(u,b) definida como la esperanza del valor actual, a un tanto constante, de los dividendos
repartidos hasta el momento de ruina en un modelo con barrera constante b(t)=b. Se calcula el
valor de la barrera que maximiza dicha esperanza. En este trabajo se realizan dos contribuciones en
este tema. En primer lugar se profundiza en el análisis de W(u,b), proponiéndose combinaciones
de las variables de control que proporcionan resultados económicamente óptimos. En segundo
lugar se definen nuevas medidas relacionadas con W(u,b) que la complementan y pueden ayudar
al decisor en el proceso de definición de las variables de control.
Keywords: Esperanza del valor actual de los dividendos, óptimo ecónomico
JEL Classification: G22
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1 Introducción
Consideramos el proceso clásico del riesgo en una cartera de seguros no vida (Bowers et al.( 1987),
Panjer (1992), Gerber (1979), Grandell (1990)) donde la siniestralidad agregada S (t) se considera
la suma de un número estocástico de siniestros (N) con cuantías zi, i = 1, 2, ..., N, con zi idéntica
e independientemente distribuidas, e independientes de N .
Si N (t) es un proceso de Poisson, S (t) es un proceso de Poisson compuesto, donde λ es el
parámetro de Poisson que representa el número medio de siniestros, F (z) la distribución de la
cuantía individual de los siniestros y c la intensidad de prima definida como,
c = λ ·E [z] · (1 + ρ)
donde E [z] representa la cuantía media del siniestro y ρ el recargo de seguridad, cumpliéndose
que c > λ · E [z] , es decir, que existe un coeficiente de seguridad ρ positivo que recarga la prima
pura, de tal forma que:
ρ =
c
λ ·E [z] − 1
R (t) representa el nivel de las reservas en t,
R (t) = u+ c · t− S (t)
siendo R (0) = u, t ∈ [0,∞) .
Se define la probabilidad de ruina como ψ (u) = P [R (t) < 0] , y el momento de ruina τ , como:
τ = min {t : t ≥ 0 | R (t) < 0} , t ∈ D
Podemos representar gráficamente el proceso de las reservas como,
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En la literatura actuarial se encuentra un enfoque alternativo al proceso clásico de las reservas
que propone el reparto de parte de las reservas, mediante la introducción de barreras de dividendos,
representadas formalmente por b (t) . La influencia de la modificación del modelo clásico provoca
variaciones en el cálculo de la probabilidad de ruina e implica el cálculo de los dividendos repartidos
(Bühlmann (1970), Gerber (1981), Paulsen (1997), Siegl (1996, 1999))
Bühlmann (1970) modifica el modelo con la introducción de una barrera de dividendos cons-
tante b (t) = b , 0 ≤ u ≤ b, de tal forma que cuando el proceso de las reservas alcanza la barrera
se pagan dividendos hasta la ocurrencia del siguiente siniestro. Por tanto, una vez alcanzada la
barrera, los ingresos por primas se reparten en forma de dividendos. El proceso de las reservas
modificado es
R (t) = u+ c · t− S (t)− SD (t)
siendo SD (t) el acumulado de los dividendos repartidos en el intervalo [0, t] ,
SD (t) =
Z t
0
D (s) · ds
donde D (s) es la intensidad de los dividendos repartidos en cada instante, definida como
D (t) =



0 si R (t) < b
c si R (t) = b
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La idea gráfica es:
Bühlmann (1970) plantea el cálculo de la esperanza del valor actual a un tanto δ de los divi-
dendos repartidos hasta el momento de ruina τ , esperanza que depende de las variables u y b, que
se definide como
W (u, b) = E
·Z τ
0
D (s) · e−δ·s · ds
¸
En el caso de la barrera constante puede demostrarse facilmente que la probabilidad de ruina
última (en tiempo infinito) es 1 (Eigido dos Reis (1999)). Por ello, en este caso, no tiene sentido
utilizar la probabilidad de ruina como criterio de comparación/elección entre barreras.
El trabajo se puede dividir en dos partes. En la Sección 2 presentamos dos nuevas medidas para
la valoración de los dividendos repartidos, medidas que condicionan el reparto de dividendos a que
estos sean positivos, calculándose el tiempo promedio de espera para empezar a cobrar dividendos.
En la Sección 4 se presenta un estudio de sensibilidad respecto a las variables u y b de la
esperanza del valor actual de los dividendos repartidos, de la medida condicionada, y del tiempo
promedio de espera. Se profundiza en el análisis de la esperanza del valor actual de los dividendos
repartidos, W (u, b), proponiéndose combinaciones del nivel inicial de las reservas y del nivel de la
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barrera que, bajo criterios económicos, pueden ser consideradas óptimas.
En la Sección 5 se analiza el caso en que el factor de actualización, δ, es cero. La finali-
dad del análisis de este caso concreto es remarcar relaciones entre las magnitudes presentadas, y
profundizar sobre el sentido de las definiciones e interpretaciones expuestas.
2 Esperanza del valor actual de los dividendos cuando el
proceso acaba con la ruina condicionados a que sean po-
sitivos: Wχ(u, b)
2.1 Probabilidades que condicionan
En este apartado utilizamos las probabilidades definidas para el modelo clásico de la teoría del
riesgo (Gerber (1987), Dickson (1992)). Para un valor determinado de las reservas x ≥ u, se define
ξ (u, x) como la probabilidad de que la ruina ocurra sin que las reservas hayan alcanzado el nivel
x, y χ (u, x) como la probabilidad de que R (t) alcance x antes del momento de ruina τ .
Se reinterpretan esas probabilidades en el modelo modificado con una barrera de dividendos
constante de la siguiente forma:
Definición 1 ξ (u, b): Es la probabilidad de que no se llege a repartir dividendos, pues la ruina
ha ocurrido antes de que las reservas alcancen la barrera. Por lo tanto también es la probabilidad
de que W (u, b) sea igual a cero.
Definición 2 χ (u, b): La interpretamos como la probabilidad complementaria, es decir, como la
probabilidad de que exista reparto de dividendos, W (u, b) > 0.
En Dickson and Gray (1984) se demuestra que si c > λ · µ entonces
ξ (u, b) =
ψ (u)− ψ (b)
1− ψ (b) χ (u, b) =
1− ψ (u)
1− ψ (b) (1)
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2.2 Cálculo de Wχ (u, b)
Condicionamos el cálculo de W (u, b) a que se repartan dividendos, es decir a que el proceso
alcance el nivel de la barrera antes de que se produzca la ruina. Por tanto, si tenemos en cuenta
que W (u, b) es la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos podemos hallar esa
esperanza condicionada a que se produzca reparto, magnitud que representaremos comoWχ (u, b),
y que hallamos a partir de:
W (u, b) =Wχ (u, b) · P [W (u, b) > 0] (2)
Por la Definición 1
χ (u, b) = P [W (u, b) > 0] (3)
y a partir de (1) , (2) y (3)
Wχ (u, b) =
W (u, b)·
1− ψ (u)
1− ψ (b)
¸ (4)
2.3 Tiempo promedio de espera para el reparto de dividendos si son
positivos
A partir de la definición de Wχ (u, b) , planteamos el cálculo de una nueva variable, τ (u, b) , que
definimos como el tiempo promedio que debera esperarse para empezar a repartir dividiendos.
Teniendo en cuenta que Wχ (u, b) recoge únicamente las trayectorias de R (t) que alcanzan la
barrera,
Wχ (u, b) = e
−δ·τ(u,b) ·W (b, b) , τ (u, b) > 0 (5)
de donde
τ (u, b) =
1
δ
· [lnW (b, b)− lnWχ (u, b)] = 1
δ
· ln W (b, b)
Wχ (u, b)
(6)
Podemos observar en (5) que cuando el factor de actualización, δ, es estrictamente positivo
W (b, b) es mayor que Wχ (u, b) . Mientras que para δ = 0, Wχ (u, b) coincide con W (b, b) .
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Wχ (u, b) es decreciente con δ. Por tanto Wχ (u, b) calculado con δ > 0 es menor que Wχ (u, b)
calculado para δ = 0
¡
al cual nos referimos comoW δ=0χ (u, b)
¢
. La situación equivalente se produce
para W (b, b) , siendo W δ=0 (b, b) mayor que W (b, b) . Es decir
W (b, b) > Wχ (u, b)
∧ ∧
W δ=0 (b, b) = W δ=0χ (u, b) (7)
La relación entre W δ=0 (b, b) y W (b, b) , al ser W δ=0 (b, b) la esperanza de la suma aritmética
de los dividendos que se actualizan en W (b, b) , viene dada por un diferimiento medio (Rodriguez,
1984) al que denominamos τ , que cumple,
W (b, b) = e−δ·τ ·W δ=0 (b, b)⇔ (W (b, b) , 0) ∼ ¡W δ=0 (b, b) , τ¢ (8)
De forma análoga desarrollamos la relación entre W δ=0χ (u, b) y Wχ (u, b) . Se define un diferi-
miento medio al que representamos como τχ que cumple
Wχ (u, b) = e
−δ·τχ ·W δ=0χ (u, b)⇔ (Wχ (u, b) , 0) ∼
¡
W δ=0χ (u, b) , τχ
¢
(9)
A partir de (7) , (8) y (9)
Wχ (u, b) = e
−δ·(τχ−τ) ·W (b, b) (10)
Al comparar (10) con (5) se observa que
τ (u, b) = τχ − τ
lo que nos permite definir el tiempo promedio de espera como la diferencia entre los diferimientos
medios τχ y τ .
Se observa que cuando la tasa de actualización financiera tiende a cero (δ → 0), τχ tiende a τ ,
con lo cual τ (u, b) tiende a cero.
8
3 Caso exponencial
Vamos a desarrollar las expresiones de ξ (u, b) , χ (u, b) ,W (u, b) ,Wχ (u, b) y τ (u, b) cuando la
cuantia de los siniestros se distribuye segun una exponencial unitaria (Panjer, 1992). La probabi-
lidad de ruina cuando la cuantía se distribuye según una exponencial unitaria, es
ψ (u) =
1
1 + ρ
· e
−
ρ
1 + ρ
·u
(11)
Bühlmann (1970, pp 171-174) plantea el cálculo de W (u, b) mediante el uso del planteamiento
diferencial. La ecuación de partida es,
W (u, b) = (1− λ · dt) ·W (u+ c · dt, b) · e−δ·dt+
+λ · dt · R u
0
W (u+ c · dt− z, b) · dF (z) +O ¡dt2¢ (12)
indicando el primer sumando de (12) el caso en que en un dt no ocurra siniestro, lo que se produce
con una probabilidad (1− λ · dt), y el segundo sumando de (12) representa el caso de que en ese
intervalo dt ocurra siniestro, lo que ocurre con la probabilidad complementaria.
Para conseguir una ecuación integro-diferencial a partir de (12) se hace una aproximación lineal
de los factores de actualización en el punto cero, se dividie entre dt, y haciendo dt→ 0,se obtiene
∂W (u, b)
∂u
=
λ+ δ
c
·W (u, b)− λ
c
·
Z u
0
W (u− z, b) · dF (z) (13)
ecuación integro-diferencial para la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos en un
modelo modificado con barrera constante, siendo la condición de contorno,
W (b, b) =
c
λ+ δ
+
λ
λ+ δ
·
Z b
0
W (b− z, b) · dF (z) (14)
Se consideras que W (u, b) tiene como variable de decisión el valor inicial de las reservas u, y
se considera el nivel de la barrera b(t) = b como un parámetro, lo que nos permitirá referirnos a
W (u, b) como Wb(u), es decir
Wb(u) = C(b) · h(u) (15)
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de donde al derivar se obtiene,
W 0b(u) = C(b) · h0(u) (16)
Al sustituir (16) en (13)
h0(u) =
λ+ δ
c
· h(u)− λ
c
Z u
0
h(u− z) · dF (z) (17)
y sustituyendo (16) en (14) , se obtiene
C(b) · h(b) = c
λ+ δ
+
λ
λ+ δ
·
bZ
0
C(b) · h(b− z) · dF (z) (18)
Al despejar C(b) de (18)
C(b) =
c
(λ+ δ) · h(b)− λ ·
bZ
0
h(b− z) · dF (z)
=
c
c · h0(b) =
1
h0(b)
(19)
Por tanto sustituyendo (19) en (15)
Wb(u) = C(b) · h(u) = h(u)
h0(b)
(20)
En el caso de que la función distribución de la cuantía de los siniestros siga una exponencial
normalizada tenemos F (z) = 1− e−z. Sustituyendo la exponencial en la ecuación (17), en la que
sustituimos u por x, sabiendo que dF (z) = e−z, llegamos a:
c · h0(x) = (λ+ δ) · h(x)− λ ·
Z x
0
h(x− z) · e−z · dz (21)
Al derivar (21)
c · h00(x) = (λ+ δ) · h0(x)− λ · ∂
∂x
Z x
0
h(x− z) · e−z · dz (22)
Se soluciona la parcial del último sumando de (22), y resolviendo la integral, llegamos a :
c · h00(x) = (λ+ δ) · h0(x)− λ · h(x) + λ ·
Z x
0
h(x− z) · e−z · dz (23)
En la ecuación (21) podemos despejar λ · R x
0
h(x− z) · e−z · dz, y al sustituir en (23)
c · h00(x)− (λ+ δ − c) · h0(x)− δ · h(x) = 0 (24)
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ecuación diferencial de segundo orden que se soluciona hallando su ecuación característica, que es
de la forma,
c · r2 − (λ+ δ − c) · r − δ = 0 (25)
cuyas raíces son r1 y r2.
Por tanto :
h(x) = C1 · er1·x + C2 · er2·x (26)
Trabajando con las expresiones analizadas, Bülhmann (1970) llega a la expresión para la es-
peranza del valor actual de los dividendos asumiendo que la cuantía de los siniestros sea una
distribución exponencial unitaria,
W (u, b) =
−1+r11+r2 e
r1u + er2u
−1+r11+r2 r1e
r1b + r2er2b
(27)
donde r1 y r2 son las raíces de cr2 − (λ+ δ − c) · r − δ = 0
Para hallar la expresión de ξ (u, b) se sustituye (11) en la expresión (1)
ξ (u, b) =
1
1+ρ ·
h
e−
ρ
1+ρ ·u − e−
ρ
1+ρ ·b
i
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·b
χ (u, b) =
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·u
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·b
Al sustituir (11) y (27) en la expresión (4) , obtenemos Wχ (u, b)
Wχ (u, b) =
−1+r11+r2 e
r1u + er2u
−1+r11+r2 r1e
r1b + r2er2b"
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·u
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·b
# (28)
La expresión de τ (u, b) , a partir de (6) , (11) y (28)
τ (u, b) =
1
δ
·
"
ln
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·u
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·b
+ ln
−1+r11+r2 · er1·u + er2·u
−1+r11+r2 · er1·b + er2·b
#
4 Estudio de la sensibilidad de las medidas respecto a las
variables de control. Caso δ > 0
Realizamos a continuación un análisis de como varian las medidas presentadas para la cuantifi-
cación de los dividendos cuando se producen variaciones en el nivel inicial de las reservas, u, y
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en el nivel de la barrera constante b (t) = b, para δ > 0.Desarrollamos el estudio para el caso de
distribución de la cuantía de los siniestros exponencial unitaria.
4.1 Sensibilidad de W(u, b)
4.1.1 Análisis de las raíces r1 y r2
Como primer paso para la demostración analítica de la sensibilidad de W (u, b) respecto a u y b,
realizamos un análisis de r1 y r2. Sabiendo que c = λ · (1 + ρ) , hallamos r1 y r2 a partir de
λ · (1 + ρ) r2 − (δ − λρ) · r − δ = 0 (29)
Teorema 3 La ecuación λ · (1 + ρ) r2 − (δ − λρ) · r − δ = 0 con λ, ρ, δ > 0 tiene dos raíces no
nulas y de distinto signo, r1 > 0 y r2 < 0, cumpliéndose,
Si (δ − λρ) < 0⇒



0 < r1 < 1
−1 < r2 < 0
|r2| > |r1|
Si (δ − λρ) > 0⇒



0 < r1
−1 < r2 < 0
|r2| < |r1|
Si (δ − λρ) = 0⇒



0 < r1 < 1
−1 < r2 < 0
|r2| = |r1|
4.1.2 Sensibilidad de W (u, b) respecto al nivel de la barrera
A partir de la expresión (27), haciendo la primera derivada del denominador de (27), igualando a
cero y despejando b, Bühlmann (1970) obtiene el valor de la barrera que, considerando los demas
parámetros prefijados, optimiza el valor de W (u, b) . Ese valor denominado b∗ es,
b∗ =
1
r2 − r1
· ln r
2
1
r22
· 1 + r1
1 + r2
b∗ ∈ R (30)
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Recordemos que esta optimización esta condicionada a que 0 ≤ u ≤ b, y podemos observar
que b∗ es independiente del valor de u. Por tanto b∗ es un punto máximo de W (u, b) siempre que
0 ≤ u ≤ b∗
Podemos observar que b∗ existe para r
2
1
r22
· 1+r11+r2 > 0, condición que conociendo el comportamiento
de las raíces r1 y r2 se cumple siempre. Ademas b∗ es positivo cuando 0 <
r21
r22
· 1+r11+r2 < 1. Recordando
el Teorema 3, podemos representar el rango de variación de b∗ en función del signo de (δ − λρ) ,
(δ − λρ) > 0 (δ − λρ) = 0 (δ − λρ) < 0
b∗ < 0 b∗ < 0 b∗ < 0
0 < b∗ < u
b∗ ≥ u
(31)
Por tanto
bmax =



b∗ si b∗ ≥ u
u si b∗ < u
⇒Wmax(u, b) =



W (u, b∗) si b∗ ≥ u
W (u, u) si b∗ < u
(32)
Lo que nos permite convertir (31) en una tabla del valor que toma Wmax(u, b) en función del
signo de (δ − λρ) ,
(δ − λρ) > 0 (δ − λρ) = 0 (δ − λρ) < 0
b∗ < 0⇒W (u, u) b∗ < 0⇒W (u, u)
b∗ < 0 ⇒ Wmax =W (u, u)
0 < b∗ < u ⇒ Wmax =W (u, u)
b∗ > u ⇒ Wmax =W (u, b∗)
Si calculamos el valor b (t) = b∗ para los parámetros definidos, tendremos que el valor de la
barrera que maximiza W (u, b) es b∗ = 7.8437, siendo Wmax (u, b) = W (u, b∗) = 4.4687 para
u = 0.1. Podemos observar que para este ejemplo se cumple que δ − λ · ρ < 0, lo que implica,
tal y como hemos visto, que b∗ > 0. Hallamos resultados para una b comprendida en el intervalo
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[7.5, 8.5], manteniendo los valores de u entre [0, 1].
u\b 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5
0 4.1802 4.1828 4.1844 4.1852 4.1852 4.1843 4.1826 4.1802 4.1770 4.1731 4.1685
0.1 4.4632 4.4660 4.4677 4.4686 4.4685 4.4676 4.4658 4.4632 4.4598 4.4557 4.4507
0.2 4.7384 4.7413 4.7432 4.7441 4.7440 4.74308 4.7411 4.7384 4.7348 4.7303 4.7251
0.3 5.0060 5.0091 5.0111 5.0120 5.0120 5.0109 5.0089 5.0060 5.0022 4.9975 4.9920
0.4 5.2663 5.2696 5.2717 5.2727 5.2726 5.2715 5.2694 5.2663 5.2623 5.2574 5.2516
0.5 5.5197 5.5231 5.5253 5.5263 5.5263 5.5251 5.5229 5.5197 5.5155 5.5103 5.5043
0.6 5.7663 5.7698 5.7721 5.7732 5.7732 5.7720 5.7697 5.7663 5.7619 5.7565 5.7502
0.7 6.0064 6.0101 6.0125 6.0137 6.0136 6.0123 6.0099 6.0064 6.0019 5.9963 5.9897
0.8 6.2403 6.2442 6.2467 6.2479 6.2478 6.2465 6.2440 6.2404 6.2356 6.2298 6.2229
0.9 6.4683 6.4723 6.4748 6.4761 6.4760 6.4747 6.4721 6.4683 6.4634 6.4573 6.4502
1 6.6905 6.6946 6.6972 6.6985 6.6984 6.6970 6.6944 6.6905 6.6854 6.6791 6.6718
4.1.3 Sensibilidad de W (u, b) respecto al nivel inicial de las reservas u
Si estudiamos el comportamiento de W (u, b) respecto a u observamos que la esperanza del valor
actual de los dividendos repartidos es creciente respecto a u. Un incremento de u provoca un
retraso en el momento de ruina además de facilitar que el nivel de las reservas alcance el nivel
de la barrera. Para demostrarlo analíticamente, y recordando que u ≤ b, al calcular ∂W (u,b)
∂u
se
obtiene
∂W (u, b)
∂u
=
−1+r11+r2 · r1 · er1·u + r2 · er2·u
−1+r11+r2 · r1 · er1·b + r2 · er2·b
> 0
Por tanto, el valor de las reservas iniciales u que maximiza el valor actual de los dividendos
repartidos para un valor de la barrera b predeterminado es umax = b.
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4.1.4 Análisis conjunto de W (u, b)
Teniendo en cuenta que b∗ no depende de u, y que W (u, b) para un valor de la barrera b fijado
es monótona creciente con u, podemos concluir que si el decisor puede variar libremente las dos
variables u y b, las combinaciones óptimas de u y b consisten en la igualdad de ambas, por lo que
u = b = k.
Por tanto, analizamos a continuación el comportamiento deW (k, k) , que identificaremos como
W (k) .
Teorema 4 W (k) para 0 ≤ k ≤ ∞ es monótona creciente , tiene una asíntota horizontal de valor
1
r1
y un punto de inflexión para k = ui = 1
r2−r1 · ln −r1r2 · 1+r11+r2
Corolario 5 De forma análoga a lo que ocurre con el valor de b∗, el signo de ui depende del signo
de (δ − λρ) . Por el Teorema 3,
(δ − λρ) > 0 (δ − λρ) = 0 (δ − λρ) < 0
ui < 0 ui < 0 ui < 0
ui > 0
Corolario 6 Se cumple que
Si (δ − λρ) < 0⇒ ui < b∗
Si (δ − λρ) = 0⇒ ui = b∗
Si (δ − λρ) > 0⇒ ui > b∗
De los análisis realizados hasta ahora sobre la función W (u, b), sus parciales respecto a u y b,
y de la función W (k) podemos extraer las siguientes interpretaciones,
• Interpretación 1
Si se puede determinar el valor de b y de u, por el Teorema 4, no existe una combinación
óptima de (u, b) en el sentido que maximizeW (u, b). Pero existe un valor máximo deW (u, b),
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para las combinaciones óptimas k = u = b, que es el valor de su asíntota
1
r1
, valor que
depende sólo de λ, ρ y δ.
Nos podemos plantear cual es el valor de k que nos permite hallar un porcentaje α del valor
máximo de W (k), valor que denominamos kα .
Por tanto a partir de W (kα) = α · 1
r1
, se obtiene
kα =
1
r2 − r1
· ln
µ
(1− α)
r1 − α · r2 ·
r21 + r1
1 + r2
¶
Numéricamente para diferentes porcentajes α, con δ = 0.03, λ = 1 y ρ = 0.5,
α kα W (kα)
0.1 0.262 1.839
0.2 1.343 3.677
0.3 2.258 5.516
0.4 3.101 7.354
0.5 3.930 9.193
0.6 4.799 11.032
0.7 5.778 12.870
0.8 7.002 14.709
0.9 8.882 16.547
1 90.674 18.386
• Interpretación 2
A mayor sea el valor de k, mayor es W (k). Pero económicamente, mientras mover la bar-
rera no representa ningún esfuerzo inicial, incrementar el nivel inicial de las reservas si que
representa una inversión inicial más fuerte.
Hemos determinado el punto de inflexión de la función W (k), siendo ui el valor en
el que la función cambia el signo de su segunda derivada. Para valores de k mayores que
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ui, el esfuerzo de un incremento en el nivel inicial de las reservas conlleva un incremento
relativamente menor en la esperanza del valor actual de los dividendos. Por tanto, podemos
optar por elegir k = ui, como el esfuerzo que económicamente es óptimo asumir.
Así una primera combinación óptima de las variables u y b sería
¡
ui, ui
¢
.
W
¡
ui, ui
¢
=
1
2
·
µ
1
r1
+
1
r2
¶
Reagrupando los valores de ui y b∗ en función de (δ − λρ) ,
(δ − λρ) < 0 (δ − λρ) = 0 (δ − λρ) > 0
b∗ ≷ 0
ui ≷ 0
ui < b∗
b∗ < 0
ui < 0
ui = b∗
b∗ < 0
ui < 0
ui > b∗
Si ui < b∗, para ui, b∗ > 0, sobre la combinación
¡
ui, ui
¢
podemos incrementar el
nivel de la barrera (incremento que no representa un esfuerzo extra en la inversión inicial),
convirtiéndola en
¡
ui, b∗
¢
. Alcanzamos una combinación que podemos considerar óptima
para el decisor, siendo
W
¡
ui, b∗
¢
=
r1 + r2
r1 − r2
·
·
(r2)
r1
(−r1)r2
¸ 1
r2−r1
Si ui ≥ b∗ nos encontramos en la situación en que ui, b∗ < 0, por tanto, la combinación
óptima en función de los valores de ui y b∗ carece de sentido. Deberíamos fijarnos entonces en
el valor de kα , que fijando el porcentaje que consideramos aceptable obtener sobre el máximo
de la esperanza del valor actual de los dividendos, α, nos lleva a elegir como combinación
óptima u = b = kα
• Interpretación 3
Otro planteamiento para hallar una combinación económicamente óptima en la función
W (k) , es plantear la igualdad W (k) = k
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El valor de k que cumple W (k) = k , que denominamos umbral de eficiencia y repre-
sentamos como ke, es aquel que iguala la inversión inicial con la esperanza del valor actual
de los dividendos actualizados a una tasa δ. Por tanto la rentabilidad para el gestor de la
cartera, a la que representamos como ρˆ, coincide con la tasa δ.
Para valores k > ke, ocurre que k > W (k) , por tanto la rentabilidad conseguida,
ρˆ, es menor que δ. Así los valores de k incluidos en el intervalo (ke,∞) , son ineficientes
económicamente hablando, ya que la rentabilidad obtenida es inferior a la tasa de mercado
δ.
Para k < ke, se cumple que k < W (k) . Es decir la rentabilidad ρˆ es mayor que la tasa
δ. Por tanto k ∈ [0, ke) son valores económicamente eficientes.
Gráficamente,
20
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En el intervalo [0, ke) podemos hallar el valor que consideramos óptimo, que es aquel que
maximiza la diferencia entre W (k) y k. Nos referimos a ese punto como k∗, siendo
k∗ = k ∈ [0, ke)ÁMax {W (k)− k}
Ejemplos
Se adjuntan a continuación resultados obtenidos para los puntos considerados óptimos en el
análisis conjunto de la función W (u, b).
El primer caso analizado es considerar una tasa de actualización δ = 0.03 y número medio de
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siniestros λ = 1. Los valores para un coeficiente de seguridad de ρ = 0.1 y ρ = 0.2 son,
ρ = 001 ρ = 002
r1 0.136 0.102
r2 −0.2 −0.244
b∗ 1.234 3.923
ui 0.095 1.417
W
¡
ui, ui
¢
1.167 2.833
W
¡
ui, b∗
¢
1.188 3.088
ke 5.7152 8.7518
k1 −1.043 −1.089
k2 1.234 3.923
W (k2) 2.333 5.667
Si calculamos esos valores para un factor de actualización δ = 0005, manteniendo λ = 1 y
ρ = 002, se obtiene,
ρ = 002
r1 0.151
r2 −0.276
b∗ 1.74
ui 0.327
W
¡
ui, ui
¢
1.5
W
¡
ui, b∗
¢
1.567
ke 5.676
k1 −1.086
k2 1.74
W (k2) 3
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4.2 Sensibilidad de Wχ (u, b)
4.2.1 Sensibilidad de Wχ (u, b) respecto a b
Para analizar el comportamiento de Wχ (u, b) respecto a b, al calcular su parcial encontramos
problemas para determinar su signo y hallar los posibles puntos críticos. Como alternativa, para
determinar si existe un valor de b que maximize Wχ (u, b) calculamos lnWχ (u, b) .
Partiendo de:
Wχ (u, b) =
1− 1
1 + ρ
· e− ρ1+ρ ·b
− 1
C (u)
1 + r1
1 + r2
r1er1b +
1
C (u)
r2er2b
=
P (b)
Q (b)
(33)
siendo
C (u) =
−1 + r1
1 + r2
er1u + er2u
1− 1
1 + ρ
· e− ρ1+ρ ·u
Por tanto lnWχ (u, b) = lnP (b)− lnQ (b) , y al hacer su parcial respecto a b,
∂ lnWχ (u, b)
∂b
=
P 0 (b)
P (b)
− Q
0 (b)
Q (b)
= f (b)− g (b) (34)
donde
f (b) =
ρ
(1+ρ)2
· e− ρ1+ρ ·b
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·b
g (b) =
−1+r11+r2 r
2
1e
r1b + r22e
r2b
−1+r11+r2 r1e
r1b + r2er2b
Al derivar f (b) y g (b) se observa que f 0 (b) < 0 y g0 (b) > 0.
Por tanto, como f (b) es decreciente y g (b) es creciente, podemos asegurar que existe un único
valor de b que cumple la igualdad (34) , lo que nos permite asegurar queWχ (u, b) tiene un óptimo.
Sabiendo además que Wχ (u, b) es siempre positivo, y que limb→0 Wχ (u, b) = 0, podemos
asegurar que Wχ (u, b) es creciente hasta un determinado bχ, pasando a ser a partir de ese punto
decreciente.
Podemos comprobar ademas que bχ > b∗ . Para ello necesitamos analizar ∂χ(u,b)
∂b
,
∂χ (u, b)
∂b
=
1− 11+ρ ·e
− ρ
1+ρ ·uµ
1− 11+ρ ·e
− ρ
1+ρ ·b
¶2 · ³− ρ(1+ρ)2 · e− ρ1+ρ ·b´ < 0
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observándose que a mayor sea b, más dificil será que se alcance la barrera antes de la ruina, y por
tanto χ (u, b) disminuirá
A partir de
b ∈ [0, b∗] [b∗, bχ] [bχ,∞)
W (u, b) ∂W (u,b)
∂b
> 0 ∂W (u,b)
∂b
< 0 ∂W (u,b)
∂b
< 0
χ (u, b) ∂χ(u,b)
∂b
< 0 ∂χ(u,b)
∂b
< 0 ∂χ(u,b)
∂b
< 0
(35)
y sabiendo que ∂Wχ(u,b)
∂b
=
∂W(u,b)
∂b ·χ(u,b)−W (u,b)· ∂χ(u,b)∂b
(χ(u,b))2
, llegamos a
b ∈ [0, b∗] [b∗, bχ] [bχ,∞)
Wχ (u, b)
∂Wχ(u,b)
∂b
> 0
∂Wχ(u,b)
∂b
> 0
∂Wχ(u,b)
∂b
< 0
4.3 Sensibilidad de τ (u, b)
4.3.1 Sensibilidad de τ (u, b) respecto a u
Respecto a u, ante un incremento del nivel inicial de las reservas se produce un incremento en
Wχ (u, b) , lo que provoca una disminución el valor de ln
W (b,b)
Wχ(u,b)
y por tanto una disminución de
τ (u, b) .
Por tanto, para un mismo valor de la barrera b, el valor de τ (u, b) tendrá un mínimo en u = b,
siendo τ (b, b) = 0. Al partir de unas reservas iguales al nivel de la barrera, desde ese mismo
momento empieza a producirse reparto de dividendos, por tanto el tiempo promedio de espera es
cero.
El máximo de τ (u, b) para un mismo valor de la barrera b está en u = 0. Partiendo de (6) :
τmax(u) = τ (0) =
1
δ
·

ln
ρ
1+ρ · r2−r11+r2³
1− 11+ρ · e−
ρ
1+ρ ·b
´
·
³
−1+r11+r2 · er1·b + er2·b
´

 (36)
Por tanto para 0 ≤ u ≤ b , considerando b una constante, los valores de τ (u, b) estan compren-
didos en el intérvalo

0, 1
δ
·

ln
ρ
1+ρ ·
r2−r1
1+r2µ
1− 11+ρ ·e
− ρ
1+ρ ·b
¶
·
³
− 1+r11+r2 ·e
r1·b+er2·b
´




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4.3.2 Sensibilidad de τ (u, b) respecto a b
Si analizamos la sensibilidad de τ (u, b) respecto a b podemos observar que es decreciente respecto
a b, lo que es lógico , ya que para un mismo valor de las reservas iniciales, a mayor sea b más
tardarán las trayectorias en alcanzar la barrera, y más se retrasará el momento en que se empiezan
a repartir dividendos.
∂τ (u, b)
∂b
=
1
δ
·


−
µ
ρ
(1+ρ)2
· e−
ρ
1+ρ ·b
¶
µ
1− 11+ρ · e
− ρ1+ρ ·b
¶ −
³
−1+r11+r2 · r1er1·b + r2er2·b
´
³
−1+r11+r2 · er1·b + er2·b
´

 < 0
5 Estudio para el caso de δ = 0
5.1 Análisis de W (u, b)
Si δ = 0 la ecuación que nos permite hallar las raíces r1 y r2 es c · r2 − (λ− c) · r = 0, de donde
r1 = 0 y r2 = λ−cc = −
ρ
1+ρ . Por tanto (27) es
W δ=0(u, b) = −1 + ρ
ρ
· e ρ1+ρ (b−u) + (1 + ρ)
2
ρ
· e ρ1+ρ ·b (37)
Al analizar la expresión (37) respecto al nivel de la barrera b, se observa que ∂W
δ=0(u,b)
∂b
> 0.
Por tanto a mayor es el nivel de la barrera mayor es el valor de W δ=0(u, b). Esta relación se debe
a que a mayor es b, mayor es la probabilidad de supervivencia, y aunque se tarde más en repartir
dividendos , al ser δ = 0 , valoramos de la misma forma los dividendos repartidos en diferentes
momentos del horizonte temporal. Eso elimina el máximo respecto a b hallado para δ > 0.
Analizamos a continuaciónW δ=0(u, b) respecto a u. Haciendo la parcial deW δ=0(u, b) respecto
al nivel inicial de las reservas se obtiene ∂W
δ=0(u,b)
∂u
> 0. Por tanto el valor máximo de W δ=0(u, b)
para un b constante lo hallamos en u = b.
Numéricamente obtenemos los siguientes resultados para W δ=0(u, b), asumiendo ρ = 0.05 y
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λ = 1
u\b 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0 1.5 1.5508 1.6034 1.6578 1.7139 1.772 1.8321 1.8942 1.9584 2.0248 2.0934
0.1 1.6525 1.7085 1.7665 1.8263 1.8882 1.9522 2.0184 2.0868 2.1575 2.2307
0.2 1.8102 1.8716 1.935 2.0006 2.0684 2.1385 2.211 2.286 2.3634
0.3 1.9733 2.0402 2.1093 2.1808 2.2547 2.3311 2.4102 2.4918
0.4 2.1418 2.2144 2.2895 2.3671 2.4473 2.5303 2.616
0.5 2.3161 2.3946 2.4758 2.5597 2.6465 2.7362
0.6 2.4963 2.5809 2.6684 2.7589 2.8524
0.7 2.6826 2.7735 2.8675 2.9647
0.8 2.8752 2.9727 3.0734
0.9 3.0744 3.1786
1 3.2803
5.2 Análisis de Wχ(u, b)
Si analizamos el valor de Wχ(u, b) para δ = 0, se obtiene
W δ=0χ (u, b) =
1 + ρ
ρ
·
h
(1 + ρ) · e ρ1+ρ ·b − 1
i
(38)
En (38) se observa queW δ=0χ (u, b) depende únicamente de b. Conclusión lógica ya queW
δ=0
χ (u, b)
sólo analiza las trayectorias que alcanzan la barrera, y al hacer δ = 0 eliminamos en su cálculo
la importancia de que se empiecen a repartir dividendos antes o despues, momento que para una
misma barrera viene determinado por el nivel inicial de las reservas. Así u no influye en el cálculo
de W δ=0χ (u, b).
Analíticamente, al hallar la parcial de W δ=0χ (u, b) respecto a b es mayor que cero, por lo que
se concluye que a mayor es el valor de la barrera mayor es W δ=0χ (u, b)
Si nos planteamos el cálculo de τ(u, b) a partir de (5) , se observa que para δ = 0 pierde sentido
el concepto de τ (u, b), llegando a la igualdad
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W δ=0χ (u, b) =W
δ=0 (b, b) (39)
La igualdad entre Wχ (u, b) y W (b, b) definida en (39) no se produce para δ > 0, como ya
habiamos visto en (7)
Al hallar W δ=0 (b, b) , se obtiene
W δ=0 (b, b) =
1 + ρ
ρ
·
h
(1 + ρ) · e ρ1+ρ ·b − 1
i
expresión coincidente con (38) , quedando comprobada la igualdad (39)
6 Conclusiones
En el trabajo presentado se ha analizado el proceso clásico de las reservas en una cartera de seguros
no vida modificado con la introducción de una barrera de dividendos constante, de tal forma que
cada vez que las reservas alcanzan la barrera los ingresos se reparten en forma de dividendos.
En la primera parte, hemos condicionado la esperanza del valor actual de los dividendos repar-
tidos, W (u, b) , con la reinterpretación de probabilidades utilizadas en el modelo clásico, lo que
nos ha permitido presentar dos nuevas medidas, Wχ (u, b) y τ (u, b) , que nos permiten conocer
más a fondo, y de manera sencilla y resumida, las propiedades del proceso modificado.
Por otro lado, a partir del trabajo de Bühlmann (1970) en el que se plantea el cálculo de la
barrera b∗ que maximiza W (u, b) , hemos incluido la determinación de un óptimo conjunto, es
decir, la determinación de la combinación óptima del nivel inicial de las reservas y del nivel de la
barrera. Analizada la sensibilidad deW (u, b) respecto a u y b de forma independiente, concluimos
que las combinaciones conjuntas óptimas son aquéllas en que u = b = k, de tal forma que a mayor
es k, mayor es la esperanza del valor actual de los dividendos repartidos. Pero incrementar u
representa un esfuerzo económico que debe tenerse en cuenta en el análisis, de ahí que incluyamos
interpretaciones económicas que valoran este hecho.
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La introducción de conceptos económicos nos ha permitido concluir que la combinación óptima
de u y b, no es única, lo que nos lleva a proponer interpretaciones alternativas.
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